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Aufgabe 1 (Quantoren). Seien X, Y metrische Rdume, und sei f : X — Y eine Funktion. Bestimmen Sie
fiir jede Aussage (a) bis (d) die dazu dquivalente Aussage (i) bis (iv).

(a) f ist stetig.

(b) f ist gleichmifig stetig.

(c) fistbeschrinkt, d.h., es gibt y, € Y und R € R, so dass dy (), f(x)) < R fiir alle x € X.
(d) f ist konstant.

(1) (Ve e R,p)(AS € R, p)(Va € X)(Vx € X) dx(a,x) <6 = dy(f(a), f(x)) <e.

(i) (Ve e R,p)(Va e X)(V6 € R, y)(Vx € X) dx(a,x) < § = dy(f(a), f(x)) <e.
(iii) (Fe e R,x)(Va € X)(V6 € R, y)(Vx € X) dx(a,x) < § = dy(f(a), f(x)) <e.
(iv) (Ve € R,p)(Va € X)(F6 € R,p)(Vx € X) dx(a,x) <6 = dy(f(a), f(x)) <e.

Aufgabe 2 (Stetigkeit). Beweisen Sie die folgenden Aussagen:
(a) Es gibt keine stetige Funktion f : R — R, die jeden ihrer Werte genau zweimal annimmt.

(b) Sei f: R — R eine stetige Funktion mit lim,_,_, f(x) = —c0 = lim,._,, f(x). Dann besitzt f ein
endliches Maximum.

(c) Sei f: R — R eine stetige Funktion mit lim,_, _,, f(x) = 0 = lim,_,, f(x). Dann ist f beschriankt
und besitzt ein endliches Maximum oder ein endliches Minimum. Weiterhin ist f gleichméfig stetig.

Aufgabe 3 (Exponentialfunktion und Logarithmus). In dieser Aufgabe zeigen wir, dass die Exponential-
funktion schneller wichst als jede Potenz, und dass der Logarithmus langsamer wichst als jede (positive)
Potenz.

(a) Beweisen Sie, dass fiir jedes a € R gilt

lim &2 _
x—oo X%

(b) Beweisen Sie, dass fiir jedes o € R, gilt

lim In(x) =
Xx—o00 X%

0.

Aufgabe 4 (Inneres, Abschluss, Rand). Sei X ein metrischer Raum und A C X. Beweisen Sie die folgenden
Aussagen:

(a) InR gilt@ =Rund Q° = @.
(b) Der Rand 0A ist abgeschlossen und
0A ={x € X | (Ve > 0) B.(a) N A # @ und B.(x) N A" # &}.

Aufgabe 5 (Inneres, Abschluss, Rand). Sei (X, d) ein metrischer Raum und A; C X fiir j € N. Beweisen
oder widerlegen Sie

(a) AJUA, =A;UA,

(b) UjeNAJ = UjeN’Tj

(C) a(UjeN Aj) = UjeN (aA])'



