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Aufgabe 1 (Eine glatte Funktion). Sei f: (—1,1) — R gegeben durch

Fx) = 1n(iJ_r—§), x € (~1,1).

Begriinden Sie, dass f beliebig oft differenzierbar ist und bestimmen Sie mit Beweis einen geschlossenen
Ausdruck fiir die n-te Ableitung der Funktion f, mitn € N,;. (5 Pkt.)

Aufgabe 2 (Zweite Ableitungen). (a) Seia < b, und sei f: (a,b) — R zweimal stetig differenzierbar.
Beweisen Sie, dass fiir alle x € (a, b) gilt

}Ll_l;% f(x + h)"’f(h-x;_ h) —2f(X) — f”(x)-

Hinweis: Benutzen Sie die 'Hopital-Regel.
(b) Wir betrachten nun die Funktion f : R — R gegeben durch

—x2, x <0,

fx) =1,

x-, x> 0.

Beweisen Sie dass fiir alle x € (a, b) der Grenzwert

L FGe )+ = ) = 27(0)
h—0 h2

in R existiert, aber dass f nicht (iiberall) zweimal differenzierbar ist.
Aufgabe 3 (Integration). Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:
(a) Sei f: [0,1] = R, stetig und fol f(x)dx = 0. Dann gilt f(x) = 0 fiir alle x € [0, 1].

(b) Sei f: [0,1] — R beschrinkt mit f? integrierbar. Dann ist auch f integrierbar.



