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Aufgabe 1 (Ungleichung vom arithmetischen und geometrischen Mittel). In dieser Aufgabe beweisen wir
fiir alle n € N, und alle positiven reellen Zahlen a,, ..., a,, > 0, dass

( Z%) > | ] - (1)
k=1

(a) Zeigen Sie, dass fiir alle n € N, Zahlen ay, ..., a, > 0 existieren, so dass

1 n n n
(E Z ak) = H ag.
k=1 k=1
(b) Zeigen Sie die Ungleichung ([l]) fiir die Fille n = 1 und n = 2.
(c) Zeigen Sie die Ungleichung ([l) fiir den Fall n = 2%, k € N.

(d) Zeigen Sie die Ungleichung ([I)) fiir alle n € N.

Losung.  (a) Nehmen wir g; :=a > 0fiiralle 1 < j < n, so folgt
1 n n
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(b) Der Fall n = 1 ist klar. Fiir den Fall n = 2 betrachten wir den Term (a; — a,)? und multiplizieren
aus:
al +adi—-2a1a, >0 = a? + a2 +2a,a; > 4a;a,

2
1 1
= (E(al + az)) = Z(af + a3 + 2a;a,) > a;a,.

(c) Wir benutzen Induktion nach k € N;. IA ist Teilaufgabe (b).
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(d) Sei 2! < n < 2%, und definiere q = ! Z?_l a; fiirn+1 <1< 2% Dann gilt
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Im Fall lezn +1 a1 = 0ist die gewiinschte Ungleichung schon klar. Nehmen wir nun also an dass

k
H12=n +1 @ # 0, dann kénnen wir durch H12= 41 @1 teilen und so folgt
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Aufgabe 2 (K1-Ring). Sei R ein K1-Ring. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Fiir alle a, b € R gelten die folgenden Rechenregeln:

—(-a)=a, (-a)+(-b)=—(a+D), a(—b) = —(ab).
(b) Ist1 = 0, dann hat R nur ein Element.
(c) IstR total geordnet, dann gelten fiir alle a,b € R:

a<b = -b<—a, a<b —= -b<-—a.

Losung. (a) Die Rechenregeln folgen aus:

a+(—a)=0,
(a+b)+({(—a)+(-b)=(a+(—a)+(b+(=b)=0+0=0,
ab+ (—a)b =(a+ (—a))b=0b=0.

(b) Fiir alle a € R giltdann a = al = 1a = 0a = 0, und deshalb ist R = {0}.



(©

a<b = 0<b-a = 0<-a—-(-b) = -b<—a
Die Implikationa < b = —b < —afolgtdannwegena =b < —-b=—a. O
Aufgabe 3 (Infimum und Supremum). Seien A, B C R nichtleer. Beweisen Sie die folgenden Aussagen.
(a) Ist A nach oben beschrinkt, dann ist
—A:={-x|x €A}

nach unten beschridnkt, und inf(—A) = — sup A.

(b) Sind A und B nach oben beschrinkt, dann ist auch
A+B:={a+b|a€A, beB}

nach oben beschrinkt, und sup(A + B) = sup A + sup B.

(c) Sind A und B beschrinkt (d.h., nach oben beschrinkt und nach unten beschrinkt), dann ist auch
A-B:={abla€A, beB}

beschréankt, und es gilt
sup A - sup B < sup(A - B).

(d) Geben Sie fiir jede der nachfolgenden Aussagen je nichtleere beschrinkte Mengen A,B C R mit
infA < supA und inf B < sup B an, so dass der entsprechende Fall eintritt.

(d.1) supA - supB = sup(A - B);
(d.2) supA - infB = sup(A - B);
(d.3) infA - infB = sup(A - B).

Losung. (a) Wir benutzen Aufgabe 2(c): es gilt —sup A < —x fiir alle —x € —A, also —A ist von unten
beschrankt. Weiterhin gilt fiir y € R:

V—xe-A)y<—x = (Vx€A)x<-y = supA<-y = y < —supA,
also — sup A ist das Infimum.
(b) Ahnlich wie Teilaufgabe (a), aber nun benutzen wir Definition 3.10.(i).

(c) Diesmal benutzen wir Definition 3.10.(ii). Wir miissen jetzt aber die Vorzeichen beachten! Im Fall
A C Ry und B C Ry zeigt man sup A - sup B = sup(A4 - B). Im Allgemeinen gilt

sup(A - B) = max (supA - sup B,sup A - inf B, infA - sup B, infA - inf B).

Hieraus folgt dass die gewiinschte Ungleichung und dass A - B von oben beschrénkt ist. Ebenso zeigt
man auch dass A - B von unten beschrankt ist.

(d) Zum Beispiel:

(d1) A=B=1{0,1}
(d2) A={-2,—1}und B = {1,2}.



(d.3) A=B={-1,0}. O

Aufgabe 4 (Konvergenz - Definition). Diskutieren Sie fiir jede der folgenden Aussagen, wieso sie nicht
dquivalent zu der in der Vorlesung definierten Aussage ‘(a,),eny konvergiert’ sind. Begriinden Sie Thre
Entscheidung durch ein Gegenbeispiel.

(a) Fiir alle a € R gibt es ein € > 0 fiir welches es wiederum ein n, € N gibt, sodass fiir alle n > n, gilt,
dass |a, —a| < e.

(b) Esexistiert ein a € R mit der folgenden Eigenschaft: Es gibt ein € > 0, fiir welches es wiederum ein
ng € N gibt, sodass fiir alle n > ng gilt, dass |a,, — a| < e.

(c) Es existiert ein a € R mit der folgenden Eigenschaft: Fiir jedes ¢ > 0 und jedes n, € N gibt es ein
n > ng mit|a, —al <e.
(d) Esexistiert ein a € R mit der folgenden Eigenschaft: Fiir jedes ¢ > 0 gibt es unendlich vielen € N
mit |a, — a| < e.
(e) Esexistiert kein a € R mit der folgenden Eigenschaft: Es existiert ein € > 0 so dass fiir alle ny € N
ein n > n, existiert mit |a,, — a| > ¢.
Schlielich: was denken Sie von der folgenden Aussage?

(f) Esexistiert ein a € R mit der folgenden Eigenschaft: Es existiert kein € > 0 so dass fiir alle n, € N
ein n > ng existiert mit |a,, — a| > ¢.

Losung. Die Folge a,, = (—1)" erfiillt die Aussagen (a) bis (d), aber konvergiert natiirlich nicht. Fiir eine
konvergente Folge (a,,) ist die Aussage (e) falsch (z.B., a := 1 + lim q,, erfiillt die genannte Eigenschaft).
Die Aussage (f) ist dquivalent zu Konvergenz:
(3 > 0)(Vhg e N)(@n > ny) |la, —a| > ¢

= (Ve > 0)~(Vny e N)(3n > ngy) |a, —a| > ¢

< (Ve>0)(Tny e N)~(In > ny) |la, —a| > ¢

<= (Ve > 0)(Iny € N)(Vn > ny) |a, — a| < e.
Obin (f) > € oder > ¢ steht ist egal. Aus der zweiten Aussage kann man sofort auf die erste schlieflen, und

aus der ersten auf die zweite indem man die erste mit €/2 anstellen von € anwendet.
Es gilt iibrigens folgendes:

+ (a) und (b) sind dquivalent und bedeuten ‘(a,),cy ist beschrankt’;
+ (c)und (d) sind dquivalent und bedeuten ‘(a,,),en hat ein Hiufungspunkt’;

+ (e) bedeutet ‘(a,),en konvergiert zu jedem a’ und ist Unsinn... O

Aufgabe 5. Seien (a,),cn und (by,),en konvergente Folgen in R. Beweisen Sie, dass die Folge (c;, ), en mit
¢, = a, — b, fiir n € N, auch konvergiert, und dass gilt

lim ¢, = lim a, — lim b,,.

n—oo n—oo n—oo

Losung. Wir schreiben a := lim,_, a, und b := lim,,_, o b,. Es gilt lim,_, . (—=b,) = —b: flirallee > 0
existiert ein ny, € N so dass fiir alle n > n, gilt |(—b,) — (—b)| = |b,, — b| < €. Aus Lemma 4.9.(i) folgt dann

a—b=a+(=b) = lim a, + lim (=b,) “Z” lim (a, + (=by)) = lim cy. 0
n—oo n—oo n—oo n—oo



