Wintersemester 2020/21 Universitit Bonn

Analysis 1 PD Dr. Pavel Zorin-Kranich

Losungen zu Ubungsblatt 6 Dr. Koen van den Dungen

Aufgabe 1 (Komplexe Zahlen). (a) Seiz := l+—:l Berechnen Sie Rz, Sz und z. (3 Pkt.)
=31

(b) Sei c € C mit |c| < 1. Zeigen Sie, dass fiir z € C die Eigenschaft |z] < 1 genau dann gilt, wenn
|z—c| <|1—cz| (4 Pkt.)
Hinweis: Sie diirfen die Rechenregeln vom Prisenzblatt 5, Aufgabe 2(a) frei benutzen.

Losung.  (a) Wir benutzen die Rechenregel ww = |w|? fiir w = 2 — 3i und berechnen

Z_1+4i_1+4i 2430 2—-12+8i+3i _ 1( 10 4 110)
T 2-3i 2-3i 2430 449 13 ’

Es folgt

0 . 1 - 1 .
Rz = BEL Sz= 13 zZ= —E(10+111).

(b) Wir berechnen mithilfe von den Rechenregeln fiir komplexe Konjugation zuerst
l—czPP—|z—cl =(0-Cz2)1—-cz)—(z—c)(z—0C)

=1+4|c)P|z]? —cz—cz—|z|* = |c]* + zc + czZ
= (1= [~ [z

Es folgt

z—c|<|l—-Cz|] & |z—cP<|1-¢z < A—-|cPH)A-|z) >0 < 1—|z]*>0,
wobei wir in der letzten Schritt |c| < 1 benutzt haben. O
Aufgabe 2 (Konvergenz in Vektorrdumen). Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Konvergiert eine Folge (v,),ecy in einem normierten Vektorraum (V, || - ||) gegen v, so konvergiert
die Folge (||vx|Dnen in R gegen ||v]]. (3 Pkt.)

(b) Die umgekehrte Implikation zu (a) gilt nicht, das heif3t, aus der Konvergenz der Folge (||v,||)nen
folgt nicht die Konvergenz der Folge (v,,),en- (2 Pkt.)

(c) Eine Folge (U,)nen in (RN, |||l2) mit 0, = (v, j)ﬂ-\le konvergiert genau dann wenn fiir jedes j €
{1,..., N} die Folge (v, j)nen in R konvergiert. (3 Pkt.)

(d) Es gibt eine beschrinktef] Folge (Uy,)en in V = (B(N), ||-||o0) mit T, = (vy,, ;) jen Sodass fiir jedes j € N
die Folge (uy, j)nen in R konvergiert, aber die Folge (U,,),en in V nicht konvergiert. (2 Pkt.)

Losung.  (a) Fiir x,y € V folgt aus der Dreiecksungleichung dass ||x|| = ||[x =y + Y|| < [|[x = y|| + ||Vl
und deshalb ||x|| — ||y|| £ ||x — ¥||. Vertauschen wir x und y, so folgt auch ||y|| — ||x|| < ||x — y|| und
deshalb gilt die ‘umgekehrte Dreiecksungleichung’

[I1xll = Iyl < 11x = .

Sei nun € > 0. Wir wihlen ny € N so dass fiir alle n > ng gilt |[v — v,|| < . Wenden wir die
umgekehrte Dreiecksungleichung an mit x = v und y = v,,, dann folgt auch

Il = llonlll < o = vall <€

fiir alle n > ny. Hiermit ist bewiesen dass ||v,|| — [|v]| in R.

1Ahnlich zu Definition 4.3, nennen wir eine Folge (U,,),cx in einem normierten Vektorraum (V, || - ||) beschriinkt falls die
Menge {||v,|| | n € N} eine beschridnkte Teilmenge von R ist.



(b) Gegenbeispiel: sei 0 # v € V und v,, = (—1)"v. Dann ist die Folge (||vy||)nen konstant und deshalb
konvergent, obwohl die Folge (v,), ey nicht konvergiert.

(c) Sei (U,),en eine konvergente Folge in (RN, ||-||,) mit Grenzwert U = (vj)lj\]:l, und € > 0. Dann existiert
ngy € N so dass fiir alle n > n, gilt ||0,, — U||, < . Fiir jedes 1 < j < N folgt dann

|Vn,j — vl <10, —0lz <€

fiir alle n > ny, und somit ist jede Folge (v, j),en €ine konvergente Folge in R.

Umgekehrt, seien (v, j)nen konvergente Folgen in R fiir 1 < j < N mit Grenzwerten v; € R, und
€ > 0. Dann existiert fiir jedes 1 < j < N ein n; € N so dass fiir alle n > n; gilt

€
ony — Yl < -

VN
Definieren wir 0 := (y))}L; € RN und ny := max;jon(n), so folgt fiir alle n > n, dass

1/2 1/2

N N 2
lop —vll, = (Zlvn,j - Uj|2) < (Z N) =6,

j=1 j=1
und somit konvergiert v, — U wenn n — co.

(d) Fiir n, j € N definieren wir

Un,j .

1, fallsn<j,
0, fallsn>j.

Dann ist klar dass fiir jedes j € N die Folge (v, j)nen in R gegen 0 konvergiert. Aber fiir alle n,m € N
mit n < m gilt
”Um - vn”oo = suplvm,j - vn,j| > |vm,n - vn,nl =1,
jeN
und somit ist die Folge (U,,),en Dicht Cauchy und deshalb nicht konvergent. O

Aufgabe 3 (Nullfolge). Es sei (a,),ey €ine Folge in R, und

n
xn:=2aj+1/aj, n e N.
j=0
Beweisen Sie dass (1/x,),ey €ine Nullfolge ist. (5 Pkt.)

Losung. Fiir jedes j € N gilt (q; — 1)? > 0. Hieraus folgt aj2 + 1 > 2g; und somit g; + 1/a; > 2. Deshalb ist

X, > 2(n + 1) fiir alle n € N. Gegeben € > 0, wihlen wir ny > zl’ und dann folgt fiir alle n > n, dass
€

<€

1 . 1 1 1
= <

- =< —— < _—
X, X, ~ 2(n+1) " 2ng

Hiermit haben wir gezeigt dass 1/x,, gegen 0 konvergiert. O

Aufgabe 4 (Reihenkonvergenz). Bestimmen Sie fiir die nachfolgenden Reihen, ob sie jeweils konvergieren.
Begriinden Sie Thre Antworte (Sie diirfen die Ergebnisse aus dem Skript bis einschlielich Abschnitt 6.1
und aus den Ubungs- und Priisenzblittern benutzen).



@ Yo, 2—3 (2 Pkt.)

O n3—+3. (2 Pkt.)
(n2+1)"
@ T, V_ (2 Pkt.)

Losung.  (a) AusLemma 4.10 wissen wir dass n3/3" gegen Null konvergiert, und deshalb gilt 3"/n> — oo
wenn n — oo. Insbesondere ist die Folge (3"/n%),,cn, 5 keine Nullfolge, und es folgt (Prisenzblatt 4,

Aufgabe 4(a)) dass die Folge der Partialsummen Z mcht konvergiert. Also die Reihe Z;o:l Z—Z
konvergiert nicht.

(b) Fiir jedes n > 2 gilt die Ungleichung

P _ 1 1
m+3 n+3/n2 " n+1

Da die Reihe ); 1/n nicht konvergiert (Lemma 6.10), folgt aus Lemma 6.8 dass die Reihe )]
auch nicht konvergiert.

N n3+3

(c) Fiir jedes n > 1 gilt die Ungleichung

(n*+1)" 1+ 1/n? "<(g)”
(Bn2+8n+1)" \3+8/nm+1/n2) —\3/°

Wir wissen aus Lemma 6.4 dass die geometrische Reihe ; (2/3)" konvergiert, und dann folgt aus

2 n
Lemma 6.8 dass die Reihe ), (" +1)

————— auch konvergiert.
N (3n2+8n+1)n

(d) Es folgt aus Lemma 6.10 dass die Reihe ) n—\l/z = __ konvergiert. O

n 3/2

Aufgabe 5 (Reihenkonvergenz). Zeigen Sie, dass fiir alle x € R mit |x| < 1 gilt

—( % Z (n+ 1D)x™. (5 Pkt.)

Losung. Fiir jedes n € N berechnen wir

=(1-x) Z(k+ Dxk = Z(k+ Dxk = 7 (k + 1)xk+1
= k=0 k=0

n+1

= Z(k+1)x —ka Zxk—(n+1)x”+1.

k=0

Die geometrische Reihe konvergiert gegen 1/(1 — x) (Lemma 6.4), und (n + 1)x"*! — 0 (Lemma 4.10). Es
folgt

(1—x)kZ:0(k+1)x = hma —kZ:x —il_{lgo(n+1)x”+1 — 0



Aufgabe 6 (Cauchyfolgen). Sei (M, d) ein metrischer Raum und (a,),cy eine Folge in M. Beweisen Sie
folgende Aussagen:

(a) Wenn »; d(a,,a,4;1) eine konvergente Reihe in R ist, dann ist (a,),en eine Cauchyfolge in M.
(3 Pkt.)

(b) Wenn fiiralle n € Nstetsd(a,, a,;1) < (3/4)" gilt, dann ist (a, ),y €ine Cauchyfolgein M. (2 Pkt.)

Losung.  (a) Sei ), d(an,a,y1) eine konvergente Reihe und € > 0. Aus dem Cauchy-Kriterium fiir Rei-
hen (Proposition 6.11) folgt dass ein n, € N existiert sodass fiir alle n,n’ € Nmitng < n < n’
gilt

nl
Z d(aj,ajH) <E.
J=n

Benutzen wir die Dreiecksungleichung (n" — n)-mal, so folgt

n/

d(a,,a,) < Z d(aj,ajq) <e,

j=n
und hiermit ist bewiesen dass (a,),ey €ine Cauchyfolge in M ist.

(b) Istd(a,,a,,1) < (3/4)" fiir alle n € N, so folgt aus Lemma 6.8 und Lemma 6.4 dass Zn d(a,, a,41)
konvergiert:

= 6.8 64 1
Y dan 1) < Y GH" = T =4
n=0 n=0

Aus Teilaufgabe (a) folgt schlief3lich dass (a, ),y €ine Cauchyfolge in M ist. O



