Wintersemester 2020/21 Universitdt Bonn
Analysis 1 PD Dr. Pavel Zorin-Kranich
Losungen zu Ubungsblatt 7 Dr. Koen van den Dungen

Aufgabe 1 (Konvergenz von Reihen). Bestimmen Sie mit Beweis, ob die nachfolgenden Reihen konver-
gieren. Sie diirfen die Ergebnisse aus dem Skript bis einschlieflich Abschnitt 6.2 und aus den Ubungs- und
Prisenzblittern benutzen.
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Losung. (a) Wir wenden das Wurzelkriterium an: Fiir k > 2 gilt

1
] (k—2>3k_<k—2)3< ST O S
2k—1) ~\2k—-1) —\2k—-1] — 23 )

3k
| < 1 und deshalb ist die Reihe konvergent.
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Somit folgt lim sup, _, ; P

(b) Fiir alle k > 1 gilt
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Mittels Induktion folgt ~—= > 1 fiir alle k € N. Deshalb gilt ZZ 0
wir sehen dass die Reihe dlvergiert.

(c) Wir vergleichen die Reihe mit ), 1/k*: Fiir alle k > 1 gilt
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Dadie Reihe ), 1/ k? konvergiert (Lemma 6.10), folgt aus dem Vergleichskriterium dass auch Y K 39:3—:5
konvergiert.

(d) Fiir alle k > 1 gilt
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Wie in Teilaufgabe (b) folgt dass die Reihe divergiert.

(e) Wir wenden das Wurzelkriterium an: Fiir k > 1 gilt
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wobei wir fiir die Konvergenz Lemma 6.19 und Prédsenzblatt 6, Aufgabe 1 benutzt haben. Somit folgt

limsup, % |L| < 1 und deshalb ist die Reihe konvergent.
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(f) Da ), i 1/k divergiert (Lemma 6.10) und Z::_l knl - > i fiir alle k > 1, folgt aus dem Majorantenkri-
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terium dass auch )}, >; pr divergiert. O

Aufgabe 2 (Verschiirftes Quotientenkriterium). Sei (@;) ;e eine Folge in R,.

(a) Zeigen Sie, dass die Reihe Zj a; konvergiert, falls es ein 6 € R mit 6 > 1 und ein N € N gibt, so dass
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oo 9 gy alle j > N. (6 Pkt.)
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Hinweis: benutzen Sie die Bernoulli-Ungleichung vom Prisenzblatt 6, Aufgabe 2.

(b) Zeigen Sie, dass die Reihe ), 9 divergiert, falls es ein N € N gibt, so dass
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(c) Vergleichen Sie die Aussage in Teilaufgabe (a) mit dem Quotientenkriterium. Was stellen Sie fest?
(1 Pkt.)

Losung. (a) Seien j € Nund q € Q,;. Dann folgt aus der Bernoulli-Ungleichung fiir rationale Expo-
nenten (Prdsenzblatt 6) die Ungleichung
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Seien nun 6 € Rmit 6 > 1und N € N so, dass
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Mithilfe von Satz 3.31 wihlen wir g € Q mit 1 < q < 6, und dann folgt fiir alle j > N
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Hieraus folgt mittels Induktion dass fiir alle j > N gilt

Nan
a < A

Wegen q > 1 ist die Reihe ), i 1/j4 konvergent (Lemma 6.10), und wir folgern aus dem Vergleichs-
kriterium dass auch die Reihe }; 9 konvergent ist.

(b) Aus der Annahme i L folgt nun mittels Induktion dass
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Da die Reihe ) i 1/j divergiert, folgt nun dass die Reihe ), 9 auch divergiert.



(c) Die Voraussetzung des Quotientenkriteriums ist die Ungleichung
a .
lim sup I
Jj—oo J

Diese Aussage impliziert die Voraussetzung der Teilaufgabe (a), sodass die Teilaufgabe (a) auf mehr
Reihen anwendbar ist als das Quotientenkriterium.
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Aufgabe 3 (Lemma 6.20). Sei (g;) eine Folge in R, . Zeigen Sie
lim inf -2 < lim sup ajl/ ) < lim sup J—H, (5 Pkt.)
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wobei die Grenzwerte in @20 genommen werden, also +oo sein diirfen.

Lésung. Wir betrachten den Fall
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und zeigen beide Ungleichungen parallel. Falls lim inf;_, % = 0 oder limsup; ai“
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= oo gilt, dann
J
ist die zugehorige Ungleichung klar, und wir lassen den jeweiligen Teil des Beweises weg.
Seien A, B € R, o mit
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Dann existiert ein j, € N sodass fiir alle j > j, gilt
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Mittels Induktion folgt fiir alle k > j, dass
Ak—jo < Yk gk—jo.
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Hieraus folgt

A"\/ajO/Afo = "\/ajoAk—fo < klap < ’{/ajoBk—fo = B’{/ajo/BJ'O.

Nehmen wir k — oo und benutzen wir limy._, o, V)_c = 1 fiir reelle Zahlen x > 0 (siehe Prisenzblatt 6,
Aufgabe 1), so folgt

A= I}i_{xgoA’i [a;, /Al < ligglflilak < liin sup §/a; < lli_{l;B’% /a;,/Blo = B.

Da diese Ungleichungen fiir alle A, B wie in (*) gelten, folgt die Behauptung. O

Aufgabe 4 (Konvergenz von Potenzreihen). Berechnen Sie den Konvergenzradius fiir die folgenden Po-
tenzreihen, und geben Sie an fiir welche x € C diese Potenzreihen konvergieren.
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(b) 3, (~1)"1nnxn, (2 Pkt)
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Losung. (a) Wir berechnen zuerst
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Wir berechnen dann den Konvergenzradius mittels Lemma 6.22:
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Somit konvergiert die Potenzreihe fiir alle x € C.

(b) Wir berechnen den Konvergenzradius direkt aus der Definition:
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Somit konvergiert die Potenzreihe genau dann wenn x = 0.
(c) Wir berechnen den Konvergenzradius direkt aus der Definition:
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wobei wir im letzten Schritt Lemma 6.19 benutzt haben. Eine Reihe )} a, kann nur konvergieren,
wenn (a,),ey €ine Nullfolge ist. Aber wenn |x| = é, so gilt fiirallen > 1

|n29nxn| — nz’
und deswegen konvergiert die Reihe nicht. Somit konvergiert die Potenzreihe wenn |x| < é und
divergiert sie wenn |x| > é.

(d) Wir berechnen den Konvergenzradius direkt aus der Definition:
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Wenn |x| = %, so gilt fiir allen > 1
(10 — 1/n)"x"| = (1 + 1/(10n))" > 1,
und deswegen konvergiert die Reihe in diesem Fall nicht. Somit konvergiert die Potenzreihe wenn
|x| < % und divergiert sie wenn |x| > %. O
Aufgabe 5 (Cauchy-Produktformel). (a) In Aufgabe 5 vom Ubungsblatt 6 haben wir schon die Gleich-
heit

a—xr —1x)2 = Z (n+ 1)x" (5 Pkt.)
n=0

fiir alle x € R mit |x| < 1 bewiesen. Geben Sie jetzt einen neuen Beweis dieser Gleichheit mithilfe
der Cauchy-Produktformel.



(b) Zeigen Sie, dass fiir alle x € R die folgende Reihe absolut konvergiert:

" x2n
;(—1) - (2 Pkt.)
Beweisen Sie fiir alle x € R und fiir den Wert C(x) := Z neol— 1)”m die Identitit
2C(x)? = C(2x) + 1. (3 Pkt.)

Erkennen Sie die Funktion C?

Losung.  (a) Wir benutzen den bekannten Grenzwert Zzo_ 0 xk = % der geometrischen Reihe (Lemma
- —X
6.4) und die Cauchy-Produktformel (CP):
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(b) Die Reihe konvergiert absolut wegen des Quotientenkriteriums: Fiir alle n € N mit n > x gilt
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Wir berechnen nun mithilfe von der Cauchy-Produktformel
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Aus dem Binomialformel folgt fiir alle k > 1
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Addieren wir beide Gleichungen, dann bekommen wir fiir k > 1
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Hieraus folgt also
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=1+ C(2x).

Schlie3lich erkennen wir C(x) als die Kosinusfunktion.



