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Notationen

Diese Notationen sollten schon in Kapitel 2 eingefihrt werden; vielleicht ist die Wie-
derholung an dieser Stelle dann verzichtbar. Sei (X,0x) ein lokal geringter Raum. Ist
U C X eine offene Teilmenge, so erhalten wir durch Finschrdnkung der Strukturgarbe
einen lokal geringten Raum (U,0xy) (d. h. wir setzen Oxy(V) := Ox (V) fir V. C U
offen). Den Halm Ox , der Strukturgarbe Ox in einem Punkt z € X bezeichnen wir
auch als den lokalen Ring von X in x (nach Voraussetzung ist dies tatséchlich ein lokaler
Ring, d. h. er besitzt genau ein maximales Ideal). Ist U C X offen, so stimmen die Halme
Ox . und Ox |y, iiberein.

Ist Z eine Garbe auf X, so schreiben wir im folgenden oft I'(U,.%) anstelle von .Z (U);
insbesondere also T'(U,0x) = Ox (U).

Affine Schemata, Schemata

(3.1) Einfithrung.

(3.2) Schemata.

Wir gehen bei der Definition des Schema-Begriffs &hnlich vor wie bei der Definition von
Pravarietdten in Kapitel 1. Die lokalen Bausteine, die wir zulassen, sind die Primspek-
tren von Ringen, mit der Struktur eines lokal geringten Raumes, wie im vorhergehenden
Kapitel erklédrt. Diese lokal geringten Rdume nennen wir affine Schemata:

Definition 3.1. FEin affines Schema ist ein lokal geringter Raum, der isomorph ist zu
einem lokal geringten Raum der Form Spec R, R ein Ring.

Beispiele fiir affine Schemata (Dieser Abschnitt sollte vielleicht in Kapitel 2 ver-
schoben werden.)
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Wir haben bereits die zugrundeliegenden topologischen einiger affiner Schemata dis-
kutiert, und wollen hier an einigen Beispielen erlautern, wie die zusétzliche Information,
die durch die Strukturgarbe gegeben ist, geometrisch interpretiert werden kann.

1. Spec K, K Korper.
2. Spec K[X]/(X™), K Korper, n > 1.

3. Spec A, A endlich erzeugte integre k-Algebra, k algebraisch abgeschlossener Korper.
4. SpecZ

5. Spec Ok, Ok der Ganzheitsring in einem Zahlkoérper K

6

. R ein Ring. Wir definieren A% := Spec R[T7, ...,T},] und nennen dieses affine Sche-
ma den affinen Raum der Dimension n tber R.

Letztlich wollen wir aber nicht nur affine Schemata betrachten, sondern alle lokal ge-
ringten Raume, die lokal aussehen wie affine Schemata:

Definition 3.2. FEin Schema ist ein lokal geringter Raum (X,0x), der eine offene
Uberdeckung X = Uicr Ui besitzt, so dass alle lokal geringten Riume (U;,Ox|u,) affine
Schemata sind.

Ein Morphismus von Schemata ist ein Morphismus der zugrundeliegenden lokal ge-
ringten Rdume. Wir erhalten so die Kategorie (Sch) der Schemata.

Sei S ein Schema. Die Kategorie (Sch/g) der Schemata iiber S (oder S-Schemata) ist
die Kategorie deren Objekten Morphismen X — S von Schemata, und deren Morphismen
Hom(X — S,Y — S) kommutative Dreiecke

X—Y
S
sind. Der Morphismus X — S heifit der Strukturmorphismus des S-Schemas X (und
wird in der Notation oft nicht explizit erwéahnt). Ist S = Spec R ein affines Schema, so
spricht man stattdessen auch von R-Schemata oder Schemata iiber R.
Noch eine Bemerkung zur Terminologie: Frither (insbesondere in Grothendiecks [EGA])
wurden die Objekte, die wir Schemata nennen, als Praschemata bezeichnet. Heutzutage

(und auch schon in [EGA I,e,]) wird nur noch die oben eingefithrte Bezeichnungsweise
benutzt.

(3.3) Offene Unterschemata.

Lemma 3.3. Sei X = SpecR ein affines Schema, f € R ein Element des Koordina-
tenrings, und U = D(f). Dann ist (U,Ox) ein affines Schema mit Koordinatenring
R;.

Beweis. Der natiirliche Ringhomomorphismus R — Ry induziert einen Homéomorphis-
mus Spec Ry — D(f). Das Lemma folgt dann direkt aus der Definition der Strukturgarbe
eines affinen Schemas. O



Satz 3.4.

(1) Sei X ein Schema, und U C X eine offene Teilmenge. Dann ist der lokal geringte
Raum (U,0xy) ein Schema. Wir bezeichnen U als offenes Unterschema von X. Ist
U ein affines Schema, so heiffit U ein affines offenes Unterschema.

(2) Sei X ein Schema. Die affinen offenen Unterschemata bilden eine Basis der Topo-
logie.

Genauer sollte man im zweiten Teil des Satzes von den offenen Teilmengen des to-
pologischen Raums X, die ein affines offenes Unterschema induzieren, sprechen. Diese
Feinheit werden wir in der Regel iibergehen.

Beweis. Nach Definition lésst sich der lokal geringte Raum X durch affine Schemata
iiberdecken, und nach dem Lemma und ?? besitzt jedes dieser affinen Schemata eine Ba-
sis der Topologie, die aus affinen Schemata besteht. Daraus folgen beide Behauptungen
des Satzes. O

Sei U C X eine offene Teilmenge, und j: U — X die Inklusionsabbildung. Wir be-
trachten U als offenes Unterschema von X. Ist V C X offen, so liefert uns die Restrikti-
onsabbildung der Garbe Ox eine Abbildung

L(V,0x) = T(VNUOx) =T (V),0xjv) =T(V.j.Ox )

Insgesamt erhalten wir einen Garbenhomomorphismus 0y — j.Ox |y und zusammen mit
der Inklusion U C X einen Schemamorphismus U — X. Wenn immer wir (womdglich
implizit) von einem Morphismus von Schemata von U nach X sprechen, so ist dieser
Morphismus gemeint.

Eine affine offene Uberdeckung eines Schemas X ist eine offene Uberdeckung X =
(U, Ui, in der alle U; affine offene Unterschemata von X sind.

Wir werden offene (und abgeschlossene und lokal abgeschlossene) Unterschema im
Kapitel 77 genauer studieren. Schliellich notieren wir noch das folgende Lemma, das uns
gelegentlich ntitzlich sein wird.

Lemma 3.5. Sei X ein Schema, und seien U, V affine offene Unterschemata von X.
Dann ezistiert ein offenes Unterschema W CUNV, das sowohl in U als auch in 'V eine
ausgezeichnete offene Teilmenge ist.

Beweis. Indem wir gegebenenfalls V' durch eine ausgezeichnete offene Teilmenge von V'
ersetzen, konnen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass V' C U. Ist dann f € I'(U,0x)
mit D(f) € V, und f das Bild von f unter dem natiirlichen Ringhomomorphismus

IU,0x) — T'(V,0x), so gilt Dy(f) = Dy (f). (Aus den Garbenaxiomen folgt dann
auch I'(U,0x )y = T'(V,0x)7.) O

(3.4) Morphismen in affine Schemata.

Die Morphismen eines beliebigen Schemas in ein affines Schema sind, wie der folgende
Satz zeigt, einfach zu verstehen. Die entsprechende Aussage gilt sogar fiir jeden lokal ge-
ringten Raum X . Der Beweis ist dann etwas aufwéndiger, aber durchaus auch interessant;
siehe [?], Prop. 1.6.3.



4 3 Schemata

Satz 3.6. Seien X ein Schema und Y = Spec B ein affines Schema. Dann ist die
nattrliche Abbildung

HOIH(X,Y) - HOm(B,F(X,ﬁx)), (fvfb) = fb(Y)a
eine Bijektion.

Beweis. Sei X = |J,; U; eine offene affine Uberdeckung. Wir wissen aus Kapitel 2, ??,
dass fiir alle U; die natiirliche Abbildung

Hom(U;,Y) — Hom(B,I'(U;,0x))
eine Bijektion ist. Ist V' C U; N Uj eine offene affine Teilmenge, so ist das Diagramm

Hom(U;,Y) —— Hom(B.,I'(U;,0x))

l |

Hom(V)Y') —— Hom(B,['(V,0x))

kommutativ, weil die Bildung des Spektrums funktoriell ist. Die Behauptung folgt dann
aus dem folgenden, ganz allgemeinen Satz tiber das Verkleben von Morphismen. O

Satz 3.7. (Verkleben von Morphismen) Seien X, Y lokal geringte Raume, sei X =, U;
eine offene Uberdeckung. Dann ist die folgende Sequenz exakt:

P
Hom(X,Y) —> ], Hom(U;,Y) —__ [];; Hom(U; N U;,Y),
P2

das heifst p ist injektiv, und Im = {f; ¥1(f) = ¥2(f)}.

Mit anderen Worten: eine Familie von Morphismen U; — Y wverklebt sich genau dann
zu einem Morphismus X — Y, wenn die Morphismen auf den Durchschnitten tberein-
stimmen, und dieser ist dann eindeutig bestimmit.

Beweis. Einfach. (Der Satz gilt ganz analog auch fiir Mengen und topologische Raume.
Es ist dann leicht zu sehen, dass man auch den Garbenmorphismus 0y — f,0x durch
Verkleben definieren kann.) O

Da es zu jedem Ring R einen eindeutig bestimmten Ringhomomorphismus Z — R
gibt, erhalten wir

Korollar 3.8. Sei X ein Schema. Dann existiert ein eindeutig bestimmter Morphismus
X — SpecZ von Schemata. Mit anderen Worten: SpecZ ist ein terminales Objekt in der
Kategorie der Schemata.

Wir sehen auch, dass Hom(X, SpecZ) = I'(X,0x) (oder allgemeiner, fiir ein R-Schema
X: Homp(X,AL) = T'(X,0x) als R-Algebren).



(3.5) Morphismen von Spec K, K Korper, in Schemata.

Sei X ein Schema. Sei x € X, und sei U C X eine affine offene Umgebung von z, etwa
U = SpecR. Sei p C R das zu = gehorige Primideal. Es ist dann Ox , = Oy » = Ry, und
aus dem natiirlichen Homomorphismus R — R, erhalten wir einen Morphismus

Spec Ox o = Spec R, — SpecR=U C X

von Schemata. Es ist leicht zu sehen, dass dieser Morphismus unabhéngig von der Wahl
von U ist.
Ist k(z) = Ox 5 /m, der Restklassenkérper von X im Punkt z, so erhalten wir

iy: Speck(z) — Spec Ox , — X.

Das Bild des einzigen Punktes von Spec x(z) unter i, ist der Punkt z.

Sei nun K ein Korper, sei f: Spec K — X ein Morphismus, und sei x € X der Bild-
punkt des einzigen Punktes p von Spec K. Da f ein Morphismus von lokal geringten
Réumen ist, induziert f einen lokalen Morphismus Ox , — K = Ospec k,p und folg-
lich einen Morphismus ¢: k(x) — K der Restklassenkorper. Mit anderen Worten: Der
Morphismus f faktorisiert als f = (Spect) o4, : Spec K — Speck(z) — X.

Satz 3.9. Wir erhalten so eine Bijektion

Hom(Spec K, X) — {(z); z € X, ¢: k(z) — K}

Beweis. Wir konnen einem Element (z,0: k(x) — K) der Menge auf der rechten Seite
einen Morphismus

Spec K Seegy Spec k() o x

zuordnen, und die beiden Abbildungen sind invers zueinander. O

(3.6) Verkleben von Schemata; disjunkte Vereinigung.

Definition 3.10. FEin Verklebedatum von Schemata besteht aus den folgenden Daten:
e cine Indexmenge I,
o fiir allei € I ein Schema U,

o fir alle i,j € I eine offene Teilmenge U;; C U; (wir fassen U,; als offenes Unter-
schema von U; auf),

o fir alle 3,5 € I ein Isomorphismus yj;: U;j — Uj; von Schemata,

so dass
(a) Uy =U; fiir allei € T
(b) Kozykelbedingung: ¢, o ¢j; = pri auf Ui N Usg, 0,5,k € 1.
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Die Kozykelbedingung ist dabei so zu verstehen, dass wir insbesondere ¢;; (U;; NU;x) C
Uji, verlangen, so dass die Verkniipfung sinnvoll ist. Aus der Kozykelbedingung folgt dann
insbesondere (mit ¢ = j = k), dass ¢;; = idy, und (mit ¢ = k) dass gp;jl = j;, und dass
;i einen Isomorphismus U;; N U, — Uj; N Uy, liefert.

Offenbar kann man ganz analog den Begriff eines Verklebedatums von Mengen, topo-
logischen Rdumen oder (lokal) geringten Rdumen definieren. In allen diesen Fillen ist
es moglich, aus einem Verklebedatum “durch Verkleben” ein neues Objekt der entspre-
chenden Kategorie zu konstruieren, das eine universelle Eigenschaft erfiillt. Im Falle von
Schemata zeigen wir das im folgenden Satz.

Satz 3.11. Sei (Us)ier,(Uij)ijer,(@ij)ijer) ein Verklebedatum von Schemata. Dann exi-
stiert ein Schema X zusammen mit Morphismen 1;: U; — X, so dass fir alle i die Abbil-
dung ; einen Isomorphismus von U; mit einem offenen Unterschema von X induziert,
dass X = U, ¥i(U;) und dassfiir alle i,j € I gilt: 1;(U;) N;(U;) = i(Usj) = ¥(Ujs).
Es ist X zusammen mit den 1; eindeutig bestimmt bis auf eindeutigen Isomorphismus.

Satz 3.7 tiber das Verkleben von Morphismen zeigt, dass ein Schema X wie im Satz
die folgende universelle Eigenschaft besitzt. Fiir alle ¢ € I identifiziert 1; das Schema U;
mit einem offenen Unterschema von X, es gilt v o ¢;; = v; auf U;; fiir alle ¢,5, und es
gilt: Ist T ein Schema, und ist fiir alle ¢ € I ein Morphismus &;: U; — T, gegeben, der
einen Isomorphismen von U; mit einem offenen Unterschema von 7T induziert, und gilt
&jowji = & auf Uy; fiir alle 4,5 € I, dann existiert ein eindeutig bestimmter Morphismus
Z: X > T mit Zoyy; =¢&; furalle i € I.

Insbesondere folgt daraus die Eindeutigkeitsaussage des Satzes. (Diese sieht man auch
leicht direkt mit Hilfe des Satzes 3.7 {iber das Verkleben von Morphismen.)

Beweis. Wir definieren auf der disjunkten Vereinigung [[,.; U; der (zugrundeliegenden

Mengen der) U; eine Aquivalenzrelation ~ und definieren X als die Menge der Aquiva—

lenzklassen:
X = H Ui/ ~ .
iel

Die Kozykelbedingung stellt sicher, dass ~ tatsachlich eine Aquivalenzrelation ist. Die
natiirlichen Abbildungen ;: U; — X sind injektiv, und fiir alle i,j € I gilt ¥;(U;;) =
¥i(U;) N ;(U;). Wir versehen v;(U;) mittels der Bijektion v; mit der Struktur eines
topologischen Raums.

Als Topologie betrachten wir auf X die Quotiententopologie. In diesem Fall heifit das
gerade, dass eine Teilmenge U C X genau dann offen ist, wenn fiir alle ¢ der Durchschnitt
U nN;(U;) offen in ;(U;) ist. Da nach Voraussetzung U;; C U; eine offene Teilmenge ist,
sind die ©;(U;) (und alle ihre offenen Teilmengen) offen in X.

Um X zu einem lokal geringten Raum zu machen, miissen wir die Garben auf den U;
“verkleben”. Die gesuchte Garbe Ox auf X ist eindeutig bestimmt durch die Schnitte
(und Einschrinkungsabbildungen) auf einer Basis der Topologie. Es geniigt also, Ox (U)
fiir offene Teilmengen U C X zu definieren, die in einem ;(U;) enthalten sind, und
fiir solche U die Garbeneingenschaften nachzuweisen. (??: Garbe zu einer auf Basis der
Topologie gegebenen “Garbe”) Wir setzen in diesem Fall Ox(U) = Oy, (v; H(U)). Tst
U C U;NUj, so stimmten die Ringe Oy, (¢; *(U)) und Oy, (@Z;j_l(U)) iiberein, denn beide
werden durch ¢j;; mit Oy, (U) identifiziert. Wir erhalten so eine Garbe von Ringen Ox
auf X, und da alle U; lokal geringte Riume sind, gilt das auch fiir (X,0x%).



Dariiberhinaus sind die v; Morphismen lokal geringter Raume; sie identifizieren U;
mit (1;(U;),0x |y, (v,)). SchlieBlich sind alle U; Schemata, werden also als lokal geringte
Raume durch affine Schemata iiberdeckt, deswegen gilt entsprechendes auch fiir X, und
folglich ist X ein Schema.

Nach Konstruktion von X gilt auch X = JU;. O

Referenz: [EGA Tey, 2.4].

Als (trivialen) Spezialfall dieser Konstruktion kénnen wir die disjunkte Vereinigung
von Schemata (oder lokal geringten Rédumen) verstehen. Wir setzen einfach U;; = 0 fiir
alle 7, j, und erhalten als zugrundeliegenden topologischen Raum tatséchlich die disjunkte
Vereinigung der (topologischen Rédume der) U;. Die Strukturgarbe ist die “offensichtliche”
Garbe. Wir bezeichnen die disjunkte Vereinigung mit [, ; U;.

Beispiele von Schemata

(3.7) Der projektive Raum.

Sei R ein Ring. Wir definieren den projektiven Raum P%, (iiber R) durch Verkleben
von n + 1 Kopien des affinen Raums A%. Um diese unterscheiden zu kénnen, schreiben

wir U; = A%, ¢ = 0,...,n. Demnach ist U; das Spektrum eines Polynomrings in n
Unbestimmten iiber R. Es ist niitzlich, die Koordinaten %, . ,§L yeee 7))((”} zu verwenden,

das heifit wir haben .
X 0 X [ X n

Ui:SpeCR[X'7.'.’f"."Y]7

und konnen alle diese affinen Koordinatenringe als Teilringe des Rings R[ X, ..., Xn, X, Lo

auffassen.
Wir definieren ein Verklebedatum wie folgt: Fiir 0 < ¢,j < n sei U;; = D(Tj) C U, falls
i # j, und U;; = U;. Ferner sei ¢;; = idy, und fiir ¢ # j sei

@it Uij — Uji
der durch die Gleichheit
R[To,...\ Ty, .., Tulr, — R[To, ..., T, ...\ Tolr,,

(als Unterringe von R[Xo,... ,Xn,Xo_l, ...,X;71]) definierte Isomorphismus der affinen
Schemata U;; und Uj;. Da die ¢;; durch Gleichheiten gegeben sind, gilt die Kozykelbe-
dingung, und wir erhalten aus dem Verklebedatum nach Satz 77 ein Schema, das wir mit
P% bezeichnen.

(3.8) Nullstellenmengen im projektiven Raum.

Sei wieder R ein Ring. Wie im vorhergehenden Abschnitt fassen wir R[Xy,...,X,] als
graduierten Ring auf. Sei I C R[Xj,...,X,] ein homogenes Ideal, d. h. I werde erzeugt
von homogenen Elementen, mit anderen Worten: I = @ ,(INR[Xo, . ..,X,]q4). Wir wollen
durch Verkleben ein Schema V. (I) konstruieren, das der gemeinsamen Nullstellenmenge
der homogenen Polynome in I entspricht (vgl. Kapitel 1, ?7).
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Sei wie oben U; = Spec R[%, e ,%7 .. ,))((’f]. Durch Dehomogenisieren beziiglich X;

erhalten wir aus jedem homogenen Polynom in I ein Element in I'(U;,0y,). Das von
diesen Elementen erzeugte Ideal bezeichnen wir mit ®,;(I). Wir wollen die Schemata
Vi :=T(U;,0y,)/®;(I) verkleben entlang der offenen Unterschemata
X;
Vij = D(5)-
Die Isomorphismen, die wir zum Verkleben der U; benutzt haben, schrénken sich auf diese
Situation ein, denn ist f € I homogen vom grad d, so gilt fiir die Dehomogenisierungen

X1®i(f) = XJ®;(f),

ist also % invertierbar, so unterscheiden sich ®,;(f) und ¢;(f) nur um eine Einheit. Im
Koordinatenring von U;; stimmen also die Ideale ®;(I) und ®;(I) iiberein, und das liefert
die gesuchte Identifizierung V;; = Vj;. Da die Kozykelbedingung fiir das durch die U;, U;;
gegebene Verklebedatum galt, gilt sie auch in dieser Situation. Durch Verkleben erhalten
wir ein Schema V(). Der zugrundeliegende topologische Raum ist eine abgeschlossene
Teilmenge des P'%.

Wir erhalten so eine grofle Anzahl von Beispielen von Schemata: wenn immer wir uns
homogene Polynome iiber einem Ring vorgeben, konnen wir ihre “Nullstellenmenge” be-
trachten. In den néchsten Abschnitten wollen wir nun einige Eigenschaften von Schemata
einfiihren, damit wir die Moglichkeit haben, diese Schemata zu untersuchen und anhand

ihrer Eigenschaften zu unterscheiden.

Einfache Eigenschaften von Schemata

(3.9) Topologische Eigenschaften.

Definition 3.12.

(a) Fin Schema heifit zusammenhéngend, wenn der zugrundeliegende topologische Raum
zusammenhdngend ist.

(b) Ein Schema heifit quasi-kompakt, wenn der zugrundeliegende topologische Raum
quasi-kompakt ist, d. h. wenn jede offene Uberdeckung eine endliche Teiliberdeckung
besitzt.

Wir haben bereits gesehen, dass alle affinen Schemata quasi-kompakt sind. Ein (trivia-
les) Beispiel fiir ein Schema, das nicht quasi-kompakt ist, wére die disjunkte Vereinigung
von unendlich vielen Schemata. Es gibt aber auch zusammenhéngende Schemata, die
nicht quasi-kompakt sind; vergleiche Aufgabe 77.

Definition 3.13. FEin Schema heifit irreduzibel, wenn der zugrundeliegende topologische
Raum irreduzibel ist, d. h. wenn er sich nicht als Vereinigung zweier echter abgeschlos-
sener Teilmengen schreiben ldsst.

Definition 3.14. FEin Morphismus f: X — Y won Schemata heif$t injektiv, surjektiv
bzw. bijektiv, wenn die zugrundeliegende stetige Abbildung X — Y diese Figenschaft hat.

Man beachte, dass ein bijektiver Morphismus von Schemata kein Isomorphismus sein
muss.



(3.10) Noethersche Schemata.

Definition 3.15. Ein Schema X heift lokal noethersch, wenn X eine offene affine Uber-
deckung X = |JU; besitzt, so dass alle affinen Koordinatenringe I'(U;,0x) noethersch
sind. Ist X zusdtzlich quasi-kompakt, so heiffit X noethersch.

Da jede Lokalisierung eines noetherschen Rings wieder ein noetherscher Ring ist, be-
sitzt jedes lokal noethersche Schema eine Basis der Topologie, die aus noetherschen affi-
nen offenen Unterschemata besteht. Wir sehen auch, dass alle lokalen Ringe eines lokal
noetherschen Schemas noethersch sind. Da affine Schemata stets quasi-kompakt sind,
fallen in diesem Fall die Begriffe noethersch und lokal noethersch zusammen.

Lemma 3.16. Sei X = Spec A ein noethersches affines Schema. Dann ist A ein noether-
scher Ring.

Beweis. Sei I C A ein Ideal. Nach Voraussetzung wird Spec A durch endlich viele noether-
sche affine offene Unterschemata tberdeckt. Lokalisierungen eines noetherschen Rings
sind wieder noethersch, und mit Lemma 3.5 kénnen wir voraussetzen, dass Spec A durch
noethersche affine offene Unterschemata der Form D(f;), f; € A, i = 1,...,n Uberdeckt
wird. Sei J; = IAy,, i =1,...,n. Da die Ay, noethersch sind, existiert ein endlich erzeug-
tes Ideal J C A, so dass J C I und JAj, = J; fiir alle ¢. Der endlich erzeugte A-Modul
I/J hat dann die Eigenschaft, dass alle Lokalisierungen (I/J), = I/J ®4 A, an Prim-
idealen p € Spec A verschwinden, und ist folglich = 0, d. h. I = J ist endlich erzeugt. O

Lemma 3.17. Sei X ein (lokal) noethersches Schema und U C X ein offenes Unter-
schema. Dann ist U (lokal) noethersch.

Beweis. Im lokal noetherschen Fall ist das klar. Ist X noethersch, so ist insbesondere
der zugrundeliegende topologische Raum noethersch, und daher jede offene Teilmenge
quasi-kompakt. O

Lemma 3.18. Sei X ein lokal noethersches Schema, und seien U,V C X quasi-kompakte
offene Teilmengen. Dann ist U NV quasi-kompakt.

Beweis. Da U quasi-kompakt ist, besitzt U eine endiche Uberdeckung durch affine offene
Teilmengen. Wir kénnen uns dann auf den Fall einschranken, dass U selbst affin ist. In
diesem Fall ist U das Spektrum eines noetherschen Rings, also insbesondere ein noether-
scher topologischer Raum, und folglich ist jede offene Teilmenge quasi-kompakt (siehe
Kapitel 1, 77). O

(3.11) Generische Punkte.

Sei X ein Schema. In Kapitel 2 haben wir die folgende Sprechweise eingefiihrt. Ist Z
eine Teilmenge von X, so heifft z € Z ein generischer Punkt, falls Z mit dem Abschluss
von {z} in X tbereinstimmt. Offenbar ist die Teilmenge Z, wenn sie einen generischen
Punkt besitzt, notwendigerweise abgeschlossen und irreduzibel.
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In den Raumen, die als topologische Raume von Schemata auftreten, gilt dariiberhin-
aus, dass jede abgeschlossene irreduzible Teilmenge einen eindeutig bestimmten generi-
schen Punkt besitzt. Diese Tatsache ist der wesentliche Inhalt des folgenden Satzes:

Satz 3.19. Die Zuordnung

X — {Z CX; Z abgeschlossen, irreduzibel}

: (o]

ist eine Bijektion, d. h. jede irreduzible abgeschlossene Teilmenge besitzt einen eindeutig
bestimmten generischen Punkt.

Beweis. Wir wissen bereits, dass die entsprechende Eigenschaft fiir affine Schemata gilt.
Ist nun Z C X irreduzibel und abgeschlossen, und U C X eine affine offene Teilmenge
mit Z NU # (), so ist der Abschluss von Z N U in X wieder Z, denn Z ist irreduzibel.
Insbesondere ist Z N U irreduzibel, und aus der Existenz eines generischen Punktes von
Z NU innerhalb von U folgt die Existenz eines generischen Punktes von Z innerhalt von
X.

Ist z € Z ein generischer Punkt, so ist z in jeder offenen Teilmenge enthalten, die Z
trifft, also auch in jedem beliebigen U wie oben, und es folgt die Eindeutigkeit generischer
Punkte. (]

Wie wir schon bei Prévarietaten und affinen Schemata gesehen haben, sind die to-
pologischen Raume, die in der algebraischen Geometrie auftreten, in aller Regel nicht
Hausdorffsch. Immerhin gilt die folgende Abschwachung der Hausdorff-Eigenschaft:

Lemma 3.20. Se: X ein Schema. Dann ist der zugrundeliegende topologischer Raum
X ein Kolmogorov-Raum, das heifft zu je zwei verschiedenen Punkten x,y € X existiert
eine offene Teilmenge von X, die genau einen der Punkte enthdlt.

Beweis. Wir kénnen ohne Einschrankung annehmen, dass X affin ist. Dann entsprechen
die Punkte  und y Primidealen p, q des affinen Koordinatenrings I'(X,0x ). Gelte ohne
Einschrankung, dass p Z q. Ist f € p\ g, so ist D(f) eine offene Teilmenge, die g, aber
nicht p enthalt. (]

Wir werden spéter eine Eigenschaft von Schemata kennenlernen, die der richtige Ersatz
fir die Hausdorff-Eigenschaft ist, ndmlich die sogenannte Separiertheit.

(3.12) Reduzierte und integre Schemata.

Definition 3.21.
(a) Fin Schema X heifit reduziert, wenn alle Halme Ox ., x € X, reduzierte Ringe sind.
(b) Fin integres Schema ist ein Schema, das reduziert und irreduzibel ist.

Lemma 3.22.

(1) Ein Schema X ist genau dann reduziert, wenn fir alle offenen Teilmengen U C X
der Ring T'(U,0x) reduziert ist.

(2) Fin Schema X ist genau dann integer, wenn fir alle offenen Teilmengen U C X der
Ring T'(U,0x) ein Integritdtsring ist.
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(3) Ist X ein integres Schema, und ist x € X, so ist der Halm Ox , ein Integritdtsring.

Beweis. zu (1) Sei X reduziert, U C X offen, und f € I'(U,0x) mit f™* = 0. Ist f # 0,
so existiert x € U mit f, # 0 (in Ox ,, aber fI' = 0.

Die Umkehrung ist ebenso einfach: Ist f € @x, ein nilpotentes Element # 0, so
existiert U C X offen, und ein Lift f € ['(U,0x) von f. Indem wir U gegebenenfalls
verkleinern, kénnen wir annehmen, dass f nilpotent, also = 0 ist.

zu (2) Sei X integer. Da alle offenen Unterschemata von X ebenfalls integer sind,
geniigt es zu zeigen, dass I'(X,0x) ein Integrititsring ist. Sind f,g € I'(X,0x) mit
fg =0, so gilt X = V(f)UV(g), also wegen der Irreduzibilitit ohne Einschrinkung
X = V(f). Wir wollen zeigen, dass f = 0 sein muss. Dazu kénnen wir uns auf den Fall
beschranken, dass X affin ist. Dann liegt f im Durchschnitt aller Primideale, also im
Nilradikal des affinen Koordinatenrings. Da X reduziert ist, ist dies das Nullideal.

Sind andererseits alle T'(U,0x ) Integrititsringe, so ist X nach (1) jedenfalls reduziert.
Gabe es nicht-leere offene Teilmengen Uy,Us C X mit Uy N Uz = B, so folgt aus den
Garbenaxiomen, dass

F(Ul n Ug,ﬁx) = F(Ul,ﬁX) X F(Ug,ﬁx)

ist. das Produkt auf der rechten Seite besitzt aber offenbar Nullteiler.
zu (3) Dies folgt leicht aus (2). O

Ein affines Schema X = Spec A ist genau dann integer, wenn A ein Integritétsring ist.
Der generische Punkt 7 von X entspricht dann dem Nullideal von A, und der Halm Ox
ist die Lokalisierung A(g), also der Quotientenkorper von A. Dies zeigt auch, dass der
Halm im generischen Punkt eines beliebigen Schemas ein Korper ist.

Definition 3.23. Sei X ein integres Schema, und sei n € X der generische Punkt.
Dann ist der Halm Ox ,, ein Korper, den wir den Funktionenkorper von X nennen und
mit K(X) bezeichnen.

Der folgende Satz zeigt eine typische Schlussweise, die den generischen Punkt eines
irreduziblen Schemas ausnutzt. Um eine Eigenschaft (hier: Reduziertheit des Halms)
“generisch”, d. h. fiir alle Punkte einer nicht-leeren offenen Teilmenge zu erhalten, miissen
wir nur einen einzigen Halm untersuchen.

Satz 3.24. Sei X ein noethersches irreduzibles Schema, und sei n € X der generische
Punkt. Dann sind dquivalent:

(i) Der Halm Ox ,, ist reduziert.

(ii) FEs gibt ein nicht-leeres reduziertes offenes Unterschema U C X .

Beweis. Sei Ox , reduziert. Indem wir X durch einen offenen Teil ersetzen, kénnen wir
annehmen, dass X = Spec A affin ist. Dann ist A noethersch, und insbesondere ist das
einzige minimale Primideal p (das 7 entspricht) endlich erzeugt, etwa von f1,...,f, € A.
Es ist dann p = rad(A), und folglich sind die Bilder aller f; in 0, = A, alle = 0. Dann
existiert aber g € A\ p, so dass die Bilder aller f; in der Lokalisierung A, verschwinden.
Man sieht dann leicht, dass A, reduziert ist, also kénnen wir U := D(g) setzen.

Gibt es andererseits ein nicht-leeres reduziertes offenes Unterschema U in X, so ist
n €U und Ox, = Oy, reduziert. O
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(3.13) Dimension.

Fiir Schemata ist der folgende Dimensionsbegriff ein guter Begrift:

Definition 3.25. Sei X ein topologischer Raum. Die Dimension dim X von X ist das
Supremum tber die Ldangen aller absteigenden Ketten

Xo2X12--2X
irreduzibler abgeschlossener Teilmengen von X. (Die Ldnge einer Kette wie oben ist l.)

Die Dimension ist also eine nicht-negative ganze Zahl, oder unendlich.

Ist X = Spec A ein affines Schema, so haben wir eine inklusionsumkehrende Bijekti-
on zwischen irreeduziblen abgeschlossenen Teilmengen von X und Primidealen von A.
Die Dimension von X ist dann also das Supremum tber alle Léngen von Ketten von
Primidealen, d. h. die sogenannte Krull-Dimension des Rings A.

Ist K ein Koérper, so gilt dim Spec K = 0. Ist A ein Hauptidealring (aber kein Korper),
so ist dim Spec A = 1. Insbesondere ist also dim A} = 1 fiir jeden Kérper K. Wie man
erwarten wird, gilt auch dim A% = n fiir alle n; dies ist aber nicht ganz leicht zu zeigen.
Mit diesem Ergebnis und dem noetherschen Normalisierungssatz ist es dann nicht schwer
zu zeigen, dass fiir eine endlich erzeugte integre K-Algebra A gilt: dim Spec A = trdeg,, A.
Wir werden spater auf diese Fragen zuriickkommen ?7.

Schon jetzt sei aber eine Warnung angefiigt: selbst fiir noethersche Schemata ist der
Dimensionsbegriff nicht immer leicht zu handhaben, und es gibt Falle, in denen er der
Intuition entgegenlauft. Schrankt man sich allerdings auf integre Schemata von endlichem
Typ liber einem Korper ein (siehe unten), so entspricht der Dimensionsbegriff weitgehend
den Erwartungen und ist sehr hilfreich.

Pravarietaten als Schemata

Der Begriff des Schemas ist in gewissen Sinne eine Verallgemeinerung des Begriffs der
Prévarietét, den wir im ersten Kapitel definiert haben. Allerdings ist es nicht so, dass
Prévarietdten tatsdchlich Schemata sind—ihnen fehlen gerade die generischen Punkte
flir irreduzible abgeschlossene Teilmengen, die aus mehr als einem Punkt bestehen. Wir
konnen aber jeder Pravarietét in natiirlicher Weise ein Schema zuordnen. Im Falle affiner
Varietaten sollte sicher der affinen Varietdt mit Koordinatenring A das Schema Spec A
entsprechen. Die Aufgabe der folgenden Abschnitte ist es, eine entsprechende Zuordnung
im allgemeinen Fall vorzunehmen, und zu charakterisieren, welche Schemata wir in dieser
Weise erhalten.

(3.14) Morphismen von endlichem Typ.

Ist A der Koordinatenring einer affinen Varietét {iber einem algebraisch abgeschlosse-
nen Korper k, so ist A eine endlich erzeugte k-Algebra. Der Begriff des Morphismus von
endlichem Typ ist die Verallgemeinerung dieser Eigenschaft auf Schemata.

Definition 3.26. FEin Morphismus f: X — Y wvon Schemata heifit quasi-kompakt,
wenn fiir alle quasi-kompakten offenen Teilmengen V. C Y das Urbild f=1(V) wieder
quasi-kompakt ist.
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Diese Eigenschaft ldsst sich auf einer affinen Uberdeckung iiberpriifen, denn es gilt:

Lemma 3.27. Sei f: X — Y ein Morphismus, und sei Y = |JV; eine affine offene
Uberdeckung, so dass fiir alle i die offene Teilmenge f~1(V;) quasi-kompakt ist. Dann ist
f quasi-kompakt.

Beweis. Sei V' C Y eine quasi-kompakte offene Teilmenge. Wir miissen zeigen, dass
f~YV) quasi-kompakt ist. Da endliche Vereinigungen von quasi-kompakten Mengen
wieder quasi-kompakt sind, geniligt es den Fall zu betrachten, dass V' von der Form
D(g) C Vi, g € T(V;,0y), i geeignet, ist. Wir kénnen f~1(V;) als endliche Vereini-
gung von affinen offenen Teilmengen von X schreiben, etwa f~(V;) = U;-lzl Ui;. Sei
@;: I(V;,0y) — T'(U;j,0x) der durch die Einschrénkung U;; — V; induzierte Ringho-
momorphismus. Wir sehen nun, dass

FHV) = UDUmj(g))

tatséichlich eine endliche Vereinigung von affinen Schemata, also insbesondere quasi-
kompakt ist. O

Definition 3.28. Sei f: X — Y ein Morphismus von Schemata. Wir sagen, f sei
lokal von endlichem Typ, wenn sich fiir alle affinen offenen Teilmengen V- CY wund alle
affinen offenen Teilmengen U C f~Y(V) die T'(V,0y)-Algebra T'(U,0x) endlich erzeugt
ist. Ist [ zusatzlich quasi-kompakt, so heifst f von endlichem Typ.

Man sagt auch, X sei ein Y-Schema von endlichem Typ, oder X sei von endlichem Typ
iiber Y. Man kan zeigen, dass f: X — Y schon dann lokal von endlichem Typ ist, wenn
eine Uberdeckung von Y durch affine offene Teilmengen V; existiert, und fiir alle i das
Urbild f~*(V;) durch affine offene Teilmengen U;; iiberdeckt werden kann, so dass fiir
alle ¢ und j die I'(V;,0v )-Algebra I'(U;;,0x ) endlich erzeugt ist; siehe Kapitel ??7. Wir
begniigen und hier damit, den Fall Y = Speck zu betrachten und beginnen mit einem
Lemma.

Lemma 3.29. Sei A ein Ring und B eine A-Algebra. Seien fi1,...,f, € B FElemente
mit (f1,....fn) = (1) und so dass fir alle i die Lokalisierung By, eine endlich erzeugt
A-Algebra ist. Dann ist B eine endlich erzeugte A-Algebra.

Beweis.Nach Voraussetzung existieren g; € B mit >, g;f; = 1. AuBlerdem sind alle
By, endlich erzeugt, es existieren also endlich viele Elemente b;;, die By, als A-Algebra
erzeugen. Wir schreiben b;; = ¢;;/ .

Sei nun C' die von allen Elementen g;, f;, ¢;; erzeugte A-Unteralgebra von B. Es geniigt
dann zu zeigen, dass C' = B. Sei dazu b € B. Jedenfalls ist fiir ein geniigend grofies N’
und alle 7 dann fZ-N/b € C. Daraus folgt aber b = (3}, g:f:)N"b € C, fiir N” hinreichend
grof3. (]

K

Satz 3.30. Sei f: X — Y = Speck ein Morphismus von Schemata, und sei X =J, U;
eine affine offene Uberdeckung, so dass fir alle i die k-Algebra T'(U;,0x) endlich erzeugt
ist. Dann ist f lokal von endlichem Typ.
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Beweis. Sei U C X eine affine offene Teilmenge. Wir miissen zeigen, dass I'(U,0x) eine
endlich erzeugte k-Algebra ist. Da die Lokalisierung einer endlich erzeugten k-Algebra
nach einem Element wieder endlich erzeugt ist, konnen wir (mit Lemma 3.5) vorausset-
zen, dass U von endlich vielen ausgezeichneten offenen Teilmengen D(f), f € T'(U,0x)
iiberdeckt wird, so dass alle Lokalisierungen I'(U,Ox ) y endlich erzeugte k-Algebren sind.
Die Behauptung folgt dann direkt aus dem vorherigen Lemma. O

Satz 3.31. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Kérper, und sei X ein k-Schema von
endlichem Typ. Dann stimmt die Menge der abgeschlossenen Punkte in X tberein mit
der Menge der Punkte mit Restklassenkorper k. Mittels Satz 77 steht diese Menge in
Bijektion zur Menge Homy (Speck,X).

Beweis. Wir wissen (als Konsequenz aus dem Hilbertschen Nullstellensatz, siche Kapitel
1, ?7), dass alle abgeschlossenen Punkte Restklassenkérper & haben. Um den Satz zu
beweisen, geniigt es daher zu zeigen, dass fiir alle nicht abgeschlossenen Punkte z € X
der Restklassenkorper ein echter Erweiterungskorper von k ist. Da x nicht abgeschlossen
ist, existiert eine affine offene Teilmenge U = Spec A von X, die x enthilt, und in der z
ebenfalls nicht abgeschlossen ist. Das heifit gerade, dass x einem Primideal p entspricht,
das nicht maximal ist. Insbesondere ist A/p kein Korper, und die natiirliche Abbildung
k — Quot(A/p) = k(x) ist eine echte Inklusion. Es ist aber sogar so, dass k(z) nicht
algebraisch abgeschlossen, und mithin nicht einmal abstrakt isomorph ist zu k: Nach
dem Noetherschen Normalisierungssatz (Kapitel 1, 7?) ist A/p endlich iiber einem Poly-

nomring k[X1,...,X,], und nach Lemma ?? in Kapitel 1 ist n > 0. Daher ist x(x) eine
endliche Korpererweiterung eines rationalen Funktionenkérpers k(X7,...,X,), n > 0,
und insbesondere nicht algebraisch abgeschlossen. O

Beachte, dass es im allgemeinen durchaus vorkommen kann, dass ein Punkt x eines
Schemas X eine offene Umgebung besitzt, in der x abgeschlossen ist, obwohl z innerhalb
von X nicht abgeschlossen ist. Als forlgerung aus dem Satz erhalten wir aber, dass das
in einem Schema von endlichem Typ iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper
nicht vorkommen kann. (Man kann in &hnlicher Weise zeigen, dass das fiir Schemata von
endlichem Typ iiber irgendeinem Korper richtig ist.)

(3.15) Sehr dichte Teilmengen.

Definition 3.32. Fine Teilmenge Y eines topologischen Raums X heifit sehr dicht,

wenn die folgenden dquivalenten Bedingungen erfullt sind:

(i) Die Zuordnung U — U NY definiert eine Bijektion zwischen der Menge der offenen
Teilmengen von X und der Menge der offenen Teilmengen von Y .

(ii) Die Zuordnung Z — Z NY definiert eine Bijektion zwischen der Menge der abge-
schlossenen Teilmengen von X und der Menge der abgeschlossenen Teilmengen von
Y.

(iii) Fir jede abgeschlossene Teilmenge Z C X gilt Z =ZNY.

(iv) Jede nicht-leere lokal abgeschlossene Teilmenge von X enthdlt einen Punkt von'Y.

Dass diese Eigenschaften tatsichlich dquivalent sind, folgt aus einer einfachen Uberle-
gung iiber mengentheoretische Topologie.
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Satz 3.33. Sei X ein Schema von endlichem Typ tiber dem algebraisch abgeschlossenen
Korper k. Dann liegt die Menge der abgeschlossenen Punkte sehr dicht im topologischen
Raum X.

Beweis. Wir zeigen, dass jede nicht-leere lokal abgeschlossene Teilmenge von X einen ab-
geschlossenen Punkt enthélt. Indem wir die Teilmenge gegebenenfalls etwas verkleinern,
konnen wir annehmen, dass sie ein abgeschlossener Teil einer affinen offenen Teilmenge
U = Spec A von X ist. Unsere Voraussetzung impliziert dann, dass A eine endlich er-
zeugte k-Algebra ist. Jede abgeschlossene Teilmenge hat die Form V' (a) fiir ein Ideal A,
und da V(a) # 0, ist a in einem maximalen Ideal von A enthalten. Jedenfalls enthélt
V' (a) also einen abgeschlossenen Punkt von Spec A. Wir wissen aber wegen Satz 77, dass
in unserer Situation alle abgeschlossenen Punkte von Spec A auch in X abgeschlossen
sind, und der Satz ist damit bewiesen. O

Wir haben gesehen, dass in dem zugrundeliegende topologische Raum eines Schemas
jede irreduzible abgeschlossene Teilmenge einen eindeutig bestimmten generischen Punkt
hat. Diese Eigenschaft ist gewissermaflen der entscheidende Unterschied zwischen integ-
ren Schemata von endlichem Typ iiber k und Prévarietiten (im Sinne von Kapitel 1)
iiber k: in Préavarietaten sind alle Punkt abgeschlossen. Um die gewiinschte Aquivalenz
von Kategorien herzustellen, wiirden wir gerne aus jeder Préavarietdt einen lokal gering-
ten Raum machen, in dessen zugrundeliegendem topologischen Raum jede irreduzible
abgeschlossene Teilmenge einen eindeutig bestimmten generischen Punkt hat. Dazu be-
trachten wir die folgende Konstruktion:

Sei X ein topologischer Raum, in dem alle Punkte abgeschlossen sind. Wir definieren
einen topologischen Raum ¢(X) wie folgt: Als Menge ist ¢(X) die Menge aller irreduziblen
abgeschlossenen Teilmengen von X. Wir haben also eine Inklusion X — ¢(X), aber in
aller Regel ist X eine echte Teilmenge von ¢(X).

Wir definieren eine Topologie auf ¢(X): Ist Z C X offen, so ist ¢(Z) eine Teilmenge
von t(X). Per Definition seien die abgeschlossenen Teilmengen von ¢(X) die Teilmengen
der Form t(Z), Z C X offen. Da t((; Z;) = (t(Z;) und t(Z1 U Z3) = t(Z1) U t(Z>)
fir abgeschlossene Teilmengen Z7,7Z5,7Z; C X, bilden diese Mengen tatséchlich die ab-
geschlossenen Mengen einer Topologie auf ¢(X). Ist f: X — Y eine stetige Abbildung,
so erhalten wir eine stetige Abbildung ¢(f): ¢(X) — #(Y), indem wir jede irreduzible
abgeschlossene Teilmenge von X auf den Abschluss ihres Bildes unter f, aufgefasst als
Element von ¢(Y'), abbilden. Insgesamt haben wir einen Funktor von der Kategorie der
topologischen Radume in sich definiert. Jede irreduzible abgeschlossene Teilmenge von
t(X) ist von der Form #(Z) fiir Z C X abgeschlossen und irreduzibel, und hat den Punkt
Z € t(X) als eindeutig bestimmten generischen Punkt.

Ist X gegeben, so haben wir eine natiirliche Abbildung ax: X — ¢(X), die jeden
Punkt von X auf seinen Abschluss abbildet. Die Zuordnung U +— a;(l(U ) ist eine Bijek-
tion zwischen der Menge der offenen Teilmengen von ¢(X) und der Menge der offenen
Teilmengen von X.

(3.16) Pravarietiten als Schemata.

Wir wissen bereits, dass die folgenden Kategorien dquivalent sind:

e die Kategorie der integren affinen Schemata von endlichem Typ tiber k
e die Kategorie der integren endlich erzeugten k-Algebren
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e die Kategorie der affinen Varietdten (im Sinne von Kapitel 1, 77?)
Diese Aquivalenz von Kategorien wollen wir nun folgendermafien ausdehnen:

Satz 3.34. Die folgenden Kategorien sind dquivalent:
o die Kategorie der integren Schemata von endlichem Typ iber k
e die Kategorie der Prdvarietiten (im Sinne von Kapitel 1, 77)

Beweis. Wir beginnen mit der Konstruktion des Funktors von der Kategorie der integren
Schemata von endlichem Typ iiber k in die Kategorie der Pravarietaten tiber k. Sei X
ein solches Schema, und sei X die Menge der abgeschlossenen Punkte von X, aufgefasst
als topologischer Raum mit der Teilraumtopologie. Da X sehr dicht in X liegt, haben
alle offenen Teilmengen von X die Form U N X fiir eine offene Teilmenge U C X. Wir
erhalten also eine Garbe Ox, auf Xy, indem wir setzen

Ox,(UNXo) = Ox(U).

Es ist leicht zu sehen, dass Ox, mit Einschrankungsabbildungen ausgestattet ist, und
dass die Garbenaxiome erfiillt sind. Wir wollen zeigen, dass wir Inklusionen

ﬁXo (U n X()) — Abb(U N Xo,k’)

haben, so dass die Restriktionsabbildungen der Garbe O, durch die Einschrankung von
Abbildungen gegeben sind. Das bedeutet, dass wir Xy zu einem Raum mit Funktionen
gemacht haben.

Ist f € Ox,(UNXp) = Ox(U), so ordnen wir f die Abbildung

UNXy—k, x— f(z):=m.(f),

zu, wobel 7, die natiirliche Abbildung 7, : Ox(U) — Ox , — k(z) = k bezeichnet. Die
Einschrankung von Schnitten entspricht dann genau der Einschrankung von Funktionen.
Wir miissen noch zeigen, dass Elemente f,g € Ox,(U N Xy) mit derselben zugehorigen
Abbildung U N Xg — k notwendigerweise libereinstimmen. Das kénnen wir aber lokal
auf U iiberpriifen, und daher annehmen, dass U = Spec A affin ist. Dann besagt die Vor-
aussetzung, dass fiir die Elemente f,g € A gilt: m,.(f) = 7. (g) fiir jeden abgeschlossenen
Punkt x € Spec A, mit anderen Worten:

f=g () m=rad(4) =0,
mCA
maximales Ideal

da A eine k-Algebra von endlichem Typ und reduziert ist.

Da X durch endlich viele affinen Schemata tiberdeckt werden, die jeweils das Spektrum
einer integren endlich erzeugten affinen k-Algebra sind, folgt leicht, dass der so definierte
Raum mit Funktionen X, eine Pravarietét ist.

Weil unter einem Morphismus von Schemata von endlichem Type {iber k abgeschlos-
sene Punkte stets auf abgeschlossene Punkte abgebildet werden (Satz 3.31), ist unsere
Konstruktion funktoriell.

Nun zum quasi-inversen Funktor. Sei X eine Prévarietédt. Sei ax: X — ¢(X) die
oben betrachtete natiirliche Abbildung. Wir betrachten das System von Funktionen Ox
als Garbe auf X. Dann ist (#(X),ax,.Ox) ein lokal geringter Raum. Ist X eine affine
Pravarietdt mit affinem Koordinatenring A, so kénnen wir den topologischen Raum X
mit der Menge der maximalen Ideale von A mit der Zariski-Topologie identifizieren, und
t(X) ist dann homdomorph zu Spec A. Da Ox (D(f)) = Ay fir alle f € A, ist unsere
Behauptung in diesem Fall richtig, und der allgemeine Fall folgt leicht, indem man X
durch affine offene Teile iiberdeckt.
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Ist f: X — Y ein Morphismus von Pravarietiten, so erhalten wir durch Funktorialitat
eine stetige Abbildung ¢(f): t(X) — t(Y) und einen Garbenhomomorphismus ay Oy —
t(f)«ax «Ox. Da der Morphismus zwischen den “Garben” auf X und Y durch Verkettung
von Funktionen gegeben ist, erhalten wir so einen Morphismus lokal geringter Raume.

Da wir sowohl affine Préavarietdaten als auch affine Schemata mit ihrem Koordinaten-
ring identifizieren konnen, tiberzeugt man sich leicht, dass die so definierten Funktoren
quasi-invers zueinander sind. O

Lemma 3.35. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper, und sei X ein integres
Schema von endlichem Typ iber k. Sei X die zu X gehorige Privarietdt. Dann stimmen
die rationalen Funktionenkérper K(X) und K(Xo) dberein.

Wegen Satz 3.31 konnen wir zu einem integren k-Schema X von endlichem Typ die
Menge der abgeschlossenen Punkte, und damit die der zugehorigen Pravarietat zugrunde-
liegende Menge identifizieren mit der Menge X (k) := Homy (Spec k,X) der sogenannten
k-wertigen Punkte. Wir sehen auch, dass diese Bezeichnungsweise mit den im ersten
Kapitel verwendeten Bezeichnungen A™(k), P™(k) zusammenpasst.

In Kapitel 7 iiber den sogenannten funktoriellen Standpunkt werden wir sehen, dass
man im allgemeinen ein Schema X zwar (offenbar) nicht durch die Menge X (k) seiner
k-wertigen Punkte charakterisieren kann, aber doch, wenn man alle Mengen X (R) :=
Hom(Spec R,X) von R-wertigen Punkten, R ein Ring, zusammennimmt (und als Funktor
von der Kategorie der Ringe in die Kategorie der Schemata auffasst).

Rationale Abbildungen, Funktionenkorper

FEHLT.

Nicht algebraisch abgeschlossene Grundkorper

FEHLT.

I"Jbungsaufgaben

Aufgabe 1. Zeige, dass man abzahlbar unendlich viele Kopien der affinen Gerade A}C
(iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper k), die indiziert werden durch Z, so zu
einem Schema zusammenfiigen kann, dass sich jeweils die Kopien zu 7 und 7+ 1 in einem
Punkt schneiden, und zwar so dass der Schnittpunkt, aufgefasst als Element der i-ten
Kopie, gerade der abgeschlossene Punkt 0, und als Element der (i 4+ 1)-ten Kopie gerade
der Punkt 1 ist.

Zeige, dass das so erhaltene Schema nicht quasi-kompakt ist.

Aufgabe 2¢. Seien k, k' Korper unterschiedlicher Charakteristik. Sei X ein nichtleeres
k-Schema und X' ein nichtleeres k’-Schema. Zeige, dass es keinen Morphismus X — X’
von Schemata geben kann.
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Aufgabe 3¢. Gib ein nicht noethersches Schema an, dessen topologischer Raum noethersch
ist.

Aufgabe 4.

(a) Sei f: X — Y ein Morphismus von integren Schemata, der dominant ist, d. h. dass
f(X) dicht in Y ist. Zeige, dass f eine Inklusion K(Y) — K(X) der Funktio-
nenkorper induziert.

(b) Sei X ein integres Schema, x € X. Zeige, dass der natiirliche Morphismus Spec Ox , —
X dominant ist, und dass wir so Ox , auf natiirliche Weise als Unterring von K (X)
auffassen konnen. Ist nun U C X eine nichtleere, offene Teilmenge, so ist n € U
und wir erhalten eine Abbildung T'(U,Ox) — K(X). Zeige, dass diese Abbildung
injektiv ist, und dass gilt:

F(U,Ox) = m OX,I~
xzeU

Aufgabe 5. Sei X ein Schema. Zeige, dass die folgenden Bedingungen &quivalent

sind:

(i) X ist zusammenhéngend.

(ii) Es existiert in I'(X,0x) kein Element e # 0,1 mit e? = e.

(iii) Es existiert keine Zerlegung I'(X,0x) = Ry X Ry in von Null verschiedene Ringe
Ri, Rs.

Aufgabe 6.

(a) Sei X ein quasi-kompaktes Schema. Zeige, dass X einen abgeschlossenen Punkt be-
sitzt.

(b) Sei X ein quasi-kompaktes Schema, das genau einen abgeschlossenen Punkt hat.
Zeige, dass X isomorph ist zum Spektrum eines lokalen Ringes.

Aufgabe 7.

(a) Sei X ein Schema, x € X. Sei ferner m C Ox , das maximale Ideal des lokalen Rings
in z. Dann ist m/m? ein k(z)-Vektorraum, und wir bezeichnen mit (m/m?)* seinen
Dualraum. Der Raum (m/m?)* heiit der Zariski- Tangentialraum von X in x und
wird auch mit T’y , bezeichnet.

Sei nun & ein Korper, X ein k-Schema und z € X ein Punkt mit Restklassenkorper
k(z) = k. Sei Z := Speckle]/(c?). Sei z € Z der einzige Punkt von Z. Sei ¢ €
(m/m2)*. Zeige, dass es einen eindeutig bestimmten k-Algebrenhomomorphismus
Ox »/m? — kle]/(g?) gibt, dessen Einschrinkung auf m/m? die Form m +— ep(m)
hat. Zeige, dass man so eine Bijektion

(m/m?*)* — {f € Homspecr(Z,X); f(2) =}

erhalt.

(b) Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper. Gib Beispiele von k-Schemata X, Y, Z
an, so dass alle drei Schemata denselben zugrundliegenden topologischen Raum wie
A}C haben, und so dass

o fiir alle abgeschlossenen Punkte von X gilt: dim7x , =1,
o fiir alle bis auf einen abgeschlossenen Punkt von Y gilt: dim Ty, = 1,

o fiir alle abgeschlossenen Punkte von Z gilt: dim 7Tz , > 1,



