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Einführung in die Algebra

Klausur

Aufgabe 1:
Sei G eine Gruppe, und sei N ein Normalteiler in G. Zeige:
a) Ist |N | = 2, so liegt N im Zentrum Z(G) von G.
b) Ist G/N zyklisch und N ⊂ Z(G), so ist G abelsch.

Aufgabe 2:
Bestimme für den Ring R = Z[X]/(3, X2 + X + 1)
a) die Anzahl der Elemente.
b) die Anzahl der Nullteiler.
c) seine Primideale.

Aufgabe 3:
Sei A die Matrix eines Homomorphismus ϕ : Zn → Zn zwischen freien Z-Moduln vom Rang n.
Zeige, dass ϕ genau dann
a) injektiv ist, wenn det(A) 6= 0.
b) surjektiv ist, wenn |det(A)| = 1.

Aufgabe 4:
Zeige, dass die folgenden Polynome irreduzibel in Q[X] sind.
a) 2X5 − 87X3 + 3X2 + 21X − 96
b) X3 + 2X2 − 3X + 5
c) X4 + 1

Aufgabe 5:

Entscheide welche der folgenden Moduln/Ringe noethersch sind (mit Begründung).
a) Q/Z als Z-Modul
b) der Ring Fp
c) der Ring Z[X, Y ]/(Y 2 −X3)
d) C/R als R-Modul

Aufgabe 6:
a) Warum liegt 4

√
3 nicht in Q( 10

√
21)?

b) Zeige, dass Q( 3
√

2, e2πi/3) ein Zerfällungskörper von X3 − 2 über Q ist.
c) Zeige, dass Q( 3

√
2, e2πi/3) = Q( 3

√
2 + e2πi/3).


