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Einfiihrung in die Algebra
3. Ubungsblatt

Aufgabe 1:

a) Zeige, dass die Produktgruppe Z/mZ x 7Z/nZ genau dann zyklisch ist, wenn m und n tei-
lerfremd sind. Beweise damit folgenden Satz. Sind m und n teilerfremde ganze Zahlen und
u,v € Z beliebig, so gibt es ein z € Z mit z =« (mod m) und = v (mod n).

b) Sei G eine Gruppe. Seien Ny, ..., Ny Normalteiler in G mit
NiN...NN, = {e}

Setze H; = G/N; fir i = 1,...,k. Zeige, dass G zu einer Untergruppe von Hy x ... X Hj
isomorph ist.

Aufgabe 2:

Fiir n > 1 bezeichne ¢(n) die Anzahl der Erzeugenden der zyklischen Gruppe Z/nZ. Die Funktion
¢ : N — N heilt Fulersche o-Funktion. Zeige:
a) Ist p eine Primzahl und k > 0, so gilt o(p*) = p*(1 - ).

)
b) Sind m und n teilerfremd, so gilt p(mn) = p(m)p(n).
c) Fur n > 2 ist p(n) gerade.

)

d) Esgilt n=73",, ¢(d).

Aufgabe 3:
Sei n > 3. Betrachte das regelmiifiige n-Eck in der euklidischen Ebene R? gebildet von den Punkten

Z1,..., Ty € R? mit
cos (24) 3 .
T, = n fir 1<i<n.

sin (%

Sei Da,, die Untergruppe der orthogonalen Gruppe O(2,R) gegeben durch
Dy, = {g€O2,R)|V1<i<n3Il<j<n: gz, =z},

d.h. Do, ist die Symmetriegruppe des regelméfligen n-Ecks. Die Gruppe Do, wird Diedergruppe
der Ordnung 2n genannt.



Zeige:
a) Die Gruppe D, wird erzeugt von

o (0 E) wa = (),

n n

N

b) Die von o erzeugte Untergruppe in Dy, ist ein Normalteiler der Ordnung n, und die Ordnung
von Ds,, ist 2n.

c) Sei G eine Gruppe erzeugt von zwei Elementen a,b € G mit

ord(a) = n,
ord(b) = 2,
abab = e.

Dann ist GG isomorph zu Ds,,.

Aufgabe 4:

Sei Sy die symmetrische Gruppe auf 4 Elementen. Bestimme alle Untergruppen der Ordnung 4 in
S4. Welche davon sind normal in 5,7 Zeige, dass die Gruppe Sy aufldsbar ist.

Eine Gruppe G heifit auflisbar, falls eine Kette von Untergruppen {e} = Ny C Ny C ... C Nx_1 C
Nj, = G mit folgenden beiden Eigenschaften existiert.

i) Die Gruppe N;_; ist normal in NV; fiir alle 1 <14 < k.

ii) Die Faktorgruppe N;/N;_; ist abelsch fiir alle 1 < i < k.
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